CORRIGES DES EXERCICES

Simplifier le plus possible:

a. In12-In8+In6 In12—In8+In6:In12£;<6 =In9 =In3? =(2In3]
b. In1+In2+In3+... +Inn In1+In2+In3+... +Inn =In(L x2 x3 x.. xn)
25 1
c. In25-1n10-In15 IN25-In10-In15=In——— =In= =| -In6
ox35 "6 ~Lne

Exprimer en fonction deln 2 les nombres :

a In64 In64=|n(26)=
b. In1—16 In1—16=—ln16:—ln(24) =(-4In2)

¢ Inv2-In32 In\/E—InSZ:%InZ—In(ZS) :%InZ—SInZ: —glnz

Donner une valeur approchée de chacun des nombres suivants, sachant que :

In2=0,69 IN3=1,10 In5=161 In7=195
a In24 In24=|n(23><3):3ln2 +In3
In24=3x0,69+1,10
In24=317
5 5 )
b. In— |n—=|n5—|n18=|n5—|n(2 x3 ) =In5 -In2 -2In3
18 18
5
In—=1,61-0,69 — 2 x1,10
18
5
In— =~-128
9 9 2
c. In= In—=|n9—|n14=|n(3 )—In(2 ><7) =2In3 -In2 4n7
14 14

9
In— = 2x1,10-0,69 -1,95
14

Ingz—0,44
14

Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

a f:xi>(5Inx-3)°

Lafonction x — Inx est dérivable sur ]O ; +oo[ donc lafonction x — 5Inx — 3 est dérivable sur

]0; +oo[ (produit et différence de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ ).

Inutile de chercher dans quel ensemble elle prend ses valeurs car la fonction x > x? est

dérivable sur R.
f est donc dérivable sur ]0 ; +oo[ comme composée de fonction dérivables.
OK 180 [ f'(8 2 (5Inx 3 > formule : (u”)':nu”‘lu'
X
OK 180 [ f'(® 1—0(5Ine( 3)
X
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1-2Inx
3+Inx
Lafonction x — Inx est dérivable sur ]0 ; +oo[ donc lafonction x+— 1 — 2Inx est dérivable sur

]0; +oo[ (produit et différence de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ ).
De méme, lafonction x — 3 + Inx est dérivable sur 0 ; +oo[ (somme de fonctions dérivables

b. g:x—

sur]O; +oo Yetnesannulequene™ (INx+3=0 = Inx=-3 = x=€7).
g est donc dérivable sur ]0; +oof —{e™} comme quotient de fonctions dérivables sur cet
ensemble.
2 1
-=x(3+Inx) —(1-2Inx) x

00 e | {3 g9 X (3+Inx)? y (3+Inx)?

%[—2(3+Inx) ~(1-2Inx)]

“[-6-2inx-1+2iny]

0% Jeso { {ed g9

(3+Inx)?

C. h:x»—>|n(2x—\/§)
Recherchez tout d’ abord I’ ensemble de définition!  h(x) existe si et seulement si :

>
x>0 x>0 i(/:o x>0
P, = X>O = = X> =
{2x—&>0 &(2&—1)>0 \/;>1
2x-1>0 2

La fonction XH& est dérivable sur ]0; +oo[ donc sur }%;Mo[. La fonction

Xi— 2x—+/X est dérivable sur } :11; + 00 [ (différence de fonctions dérivables sur } 711; + o0 [)
et prend ses valeurs dans ]0 ; +oo[ (voir recherche de |’ ensemble de définition) or lafonction In

est dérivable sur ]0; +oo[ donc h est dérivable sur } 711 ;+ 00 [ comme composée de fonctions

dérivables.
1 4/x-1
K Fm [ h( ol 2k, 4
4’ 2x=Vx  2x=x 2yx(2x-x)
Wx-1 4x -1
2Vxx(2x-1) | 2x(2vx 1)

ou, si vous préférez, [kl }zlr;oo [ h'(=

@ Déterminer les limites suivantes

. 2Inx-1
a lim—
x-+2|n“x+3

Inx(Z—l) 2
2Inx-1 Inx)_ L, Inx

2 3
In®x+3 In2x(1+ : j nx 1, 3
In“ x In© x

® o | {3

: : 1 s o . 2Inx-1
lim Inx=+c donc lim — =0 théoremesd’opérations....| lim — =
X +00 x—+eo [N X x=+o N xX+3
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. 2Inx-1
b. Iim >
x-0[n“x+3

1

2lnx-1 1 -
= % X & comme
In*x+3 Inx 4,

On utilise laméme écriture 0K | G0 { {3

In? x
. 1 R L. . 2Inx-1
limInx=—c donc lim— =0 théoremes d’ opérations ...| lim 2X =0
X0 x-0ln X x-0|n“x+3
C. Iim(xz—n+2Inx)
X-0
|im(x2—n) = —1ret limlnx = —oo donc [Iim(xz—n+2Inx) :—oo]
X-0 X-0 X-0
@ Déterminer leslimites suivantes
In(1+x2)
a. lim
X-0 X
n(1+x?) [x#0 -
———° existesi et seulement si ) = X# 0. Ensemble de définition : R*.
X 1+x°>0
2
. __In(l+h __In{l+x . »
limx?=0 et |Im¥=l donc lim ( )=1 (théoréme de compasition)
X-0 h-0 h Xx-0 X2

In(1+x2_) In(1+x2) In(1+x2)
or Xl R* 5 x donc Iing)— = 0|(théoreme de multiplication)
X X X X

b. Iirr_13[(x+3)ln(x +3) =X

Iim3(x+3):0 et )I(imOXInX:O donc Iim3(x+3)|n(x+3):0 (théoréme de composition)
X - = — X — —

[ Iirr_13[(x+3)|n(x +3) =X =3] (théoréme d’ addition)

c. lim M

X — +o0o X
On adégadéterminé |’ ensemble de définition R*.

2 1 1
|n(x2+g In[x [1+X2H Inx2+ln(1+xzj
0X R*

X X X
() amg )
In{x+1 o2
DKl ]G-,OO [ 2|nX X
X X X
Par théoreme (croissances comparées) |lim In—X=O
X400 X
1 . 1 . . 1
lim —2=O donc Iim 1+—2 =l etcomme limIinX =0, IlimIn 1+—2 =0
X— +o0 ¥ X — +00 X X 51 X — +00 X
1
In(l+x2) In(x2+1)
théoremededivison: |im ——=<=0 et théoreme d’ addition:| lim ——~=
X - 00 X X - 00 X
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d. lim xln(xz)

X-0

xln(xz) existe s et seulementsi x> >0 < x# 0. Ensemble de définition : R*.
X R* xln(x%) 2x|n|x|

0K ](};00 [ xIn(xZ% 2xInx or Iirrgxlnx:O donc Iingxln(xz):o
X— X
x>0

K Joo ;0] xln(x% oxIR( W- 2 XA x)

Iirrg)(—x)zo+ or )I(im XInX =0 donc lim(=x)In(-x) =0 donc lim xln(x2)=0
X > -

X-0 Xx-0
x<0 x<0 x<0
Bilan: [Iim xln(xz):o.]

X-0
. x-1
e limIn—
X — —00 X+1
w1 x+1#0
In—+ existe si et seulement si x—1> . Ensemble de définition : J—oo ; =1[U]1 ; +oo].
X _
X+1

lim X1 jim X =1 & liminx =0 donc[ lim InX—:=OJ (théoréme de composition)
X

X—>_°°X+1 X — =00 X X -1 X— —00
¢ In(x-2)
' x—+eo [N(X + 3)
Xx—-2>0 X>2 X >2
In(x-2) . . .
—— 7 existes et seulementsi « x+3>0 o IX>-3 o {X>-3 o X>2
In(x+3)
In(x+3) #0 x+3#1 X %2

Ensemble de définition : ]2 ; +oof.

In(l—zj
1+~ X

Inx In(l—
2
In(x—2 In[x(l_xﬂ InXHn(l_ZJ Ol
0% | 200 | l”(x+3) = g : - Inx
n(x+3) In{x(hsﬂ Inx+|n(1+j In(1+3j In(1+
x * nx|1+ X 1+
Inx Inx
Appliquez lesthéorémes d’ opérations ... | lim In(x=2) =1
x—+eo [N(X + 3)
Résoudre les éguations suivantes :
a. In(x+3)+In(2-x) =In(11 -7x)
X+3>0 x>-3
Ensemble de définition : }—3;1—71[ car {11-7x>0 - 1—71>x o —3<x<1—71
2-x>0
2>X

FONCTIONS LOGARITHMES 4 P.G. 2006/2007



CORRIGES DES EXERCICES

In[(x+3)(2-X)] =In(11-7X)

In(x+3) +In(2-X%) =In(11-7X) = 11
-3<X<—
;
(x+3)(2-x) =11-7x 0=x>-6x+5
IN(x+3) +In(2-X) =In(11-7X) = =
(x+3) +In(2 =x) =In( ) Loyl gey <l
7 7
x=1ou x=5
InGcr3) +In2 =) =IAL=7%) < { . 11 | Lensemble des solutions est {1} |
— X -
7

b. In(x-€)+Inx=2+In2

Xx—-e>0
Ensemble de définition : ]e;+oo[ car{ -0 = Xx>e
X

X>e

In(x-€) +Inx=2+In2 - {In[(x—e)x]:lne2+|n2 _ {In[(x -e)] =In2¢’
x>e

—e)x=2¢ 2 —ex —2€* = X=2e 0U X=-€
In(x—€) +Inx=2+In2 = {(X €)x =2e - {X ex-2¢e" =0 @{

X>e X>e X>e

[ L’ ensemble des solutions est { 2€} . ]

c. In(x-2)-Inx=In(2x -3)

x=2>0 X>§
Ensemble de définition: | 2;+e[ car {2x-3>0 = x>§ = X>2
x>0 x>0

In(x=2) —Inx =In(2x =3) = In(x —2) =Inx +In(2x -3)
In(x-2) =In[x(2x -3)] {x—2=x(2x—3)

X>2

In(x=2) —=Inx =In(2x —3) «:{ )
X>

= 2— = — 2 :1
In(x-2) -Inx =In(2x -3) = {0 2X° —4x+2 {0 2Ax -7 {X

X>2 X>2 X>2

[ L’ensemble des solutionsest { }.

d. In(x=1) —In(x +1) = —n(2x -4)
x=-1>0 x>1
Ensemble de définition: | 2;+e[ car {x+1>0 = <x>-1 = x>2
2x-4>0 X>2
In(x-1) ~In(x +1) = —In(2x —4) < In(x -1) +In(2x —4) =In(x +)
In[(x=1)(2x = 4)] =In(x +1) _ {(x—l)(Zx—4) =x +1

In(x—1) —In(x +1) =-n(2x -4) - { > X>2
X

1
2_ = =3 ==
In(x—1) ~In(x +1) = -In(2x ~4) @{ZX X+3=0 _x=s0ux=g

X>2 X>2

[L’ensemble des solutions est {3} . ]
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Résoudre les inéquations suivantes :
a. Inx—=In(x+1) >In(x +3) —In(x —4)

x>0 x>0

Xx+1>0 X>-1
Ensemble de définition: | 4;+e[ car - = x>4

Xx+3>0 X>-3

x—-4>0 X>4
Inx=In(x+) >In(x+3) —=In(x =4) < Inx +In(x —=4) > In(x +3) Hn(x +1)
In[x(x=4)] > In[ (x +3)(x +1)

InXx—=In(x+1)>In(x +3) -In(x -4) < {
X>4

3

“H>(x+3)(x+D)  [-Bx>3 <3

INX=In(x+1) > In(x +3) —In(x ~4) = | XX7AZEFAD B3 xs<-g
X>4 X>4

X>4

[ L’ ensemble des solutionsest { }. ]

b. In(x+1) -In(2 -=x) <In(3—X)
x+1>0 x>-1
Ensemblede définition: | -1;2[ car {2-X>0 = {2>Xx = -1<x<2
3-x>0 3>X
In(x+1) =In(2-X) <IN(3-X) = In(Xx+1)<In(3-x) +In(2 —X)
In(x+1) <In[(3-X)(2 - x)] X+1<(3-X)(2-X)
-1<x<2 - {—1<x<2

0< x° -6x+5 {x<1oux>5

In(x+1) ~In(2-x) <In3-X) < {

-1<x<2 -1<x<2
[ L’ ensemble des solutions est -1 ; 1].]
c. In(2x-7)<In(x+3)

In(x+1) -IN(2-x) <IN(3-%) < {

7
o 2X-7>0 X>—
Ensemble de définition : Z;+c>o car - 2 o X>Z
2 x+3>0 2
X>-3
2X—7< X+3 X <10 .
In2x-7)<In(x+3) = 7 . 7 < —<x<10
X>— X>— 2

[L’ensemble des solutions est }%;10} ]

@ Etudier la parité des fonctions suivantes :
a fix—xIn|x|
f(x) existe si et seulementsi |x|>0 = x#0. L’ensemble de définition de f est R*.
Il est bien symétrique par rapport a0.
0K R* £( ® — %Il & X°In|xd (%)
[ Lafonctionfestpaire.]
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b. g:XHh’l&
2-x%£0 W£D
existe s et seulement s = = —2<x<2. L’ensemble de
9(x) exi 2+x o {_2<X<2 X
2-X
définitiondegest ]-2; 2[. Il est bien symétrique par rapport a 0.
2+(-X) 2-X 1 2 +X
OK-] 2;2 In In—= In =—- In——=- g(x
I 220 o9 InSo = Ino—= Ingig= o= 909
2-X

[ Lafonction g est impai re.]

C. h:xn—>x|n(|x|—1)
h(X) existe si et seulement i |x|-1>0 = |x|>1 - (x<-loux>1). L’ensemble de
définitionde h est -0 ; -1[U]—o0 ; -1]. Il est bien symétrique par rapport a 0.

2+(-X) 2-X 1 2 +X
Ok-] 2;2 In In = In =- |In = - X
I 220 609 Inj= =5 Ino— Ingig= == 909

2-X

[Lafonction h est impaire. ]

@ 1. S nON*,on considérele produit Pn:(1+1)[1+%)(1+:—13j...(1+2j.
n

Constater gue P, sexprime tres ssmplement en fonction de n.

|
I:)n =(1+1)(1+lj(1+}j...(1 +1] :g ><§ ><i1 X .. x_n+1 —(n+1)' 0 4
2 3 n 1 2 3 n n!

En deduirelavaleur de: P, = In2+|n(1+%j +In(1 +%J +... +In(1 +1)
n

vl ol 2 (e 64 of 2]

P, =InR, =In(n +1)

>

Lessuites (P,) et (P) tendent-elles vers une limite ? Si oui, laquelle ?
lim B, = lim (n+1) =+

n— +oo n — +oo
deplus, Xlim InX =40 donc lim P, = lim In(n+1) = +co (théoréme de composition)
— +o0 Nn— +oo n - +oo
2. Soitleproduit R, = 11>< 11 X... X 11.
1-=- 1-= 1-=—
2 3 n
Constater que R, sexprime trés simplement en fonction de n.
1 1 1 1.1 1 1 1 1
T O B i T Bt B TR O
1-=- 1-= 1-- = = — 1= 1—= 1=
2 3 n 2 3 n 2 3 n
Rn:EXEX_ X n = n! =
1 2 n-1 (n-1!
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Endeduirelavaleurde: R/, = In(l—%} +In(1 —?13) +... +In(1 —1)
n

e

Lessuites (R,) et (R') tendent-elles vers une limite ? Si oui, laquelle ?
lim R, = lim n=+co

n - +oo n- +oo

Comme lim Inn=+c, |im R}, =-o.

N — +oo n— +oo

3. Calculer ; Q‘n:In[l—z—lszn(l—B—lzj . +In[1 —n—lzj
In(l j+ln(1—;j ...+|n(1712j
M
(1+ j+|n(1——j +In[1+%j +In(1 «J . Hn(l 4%) ﬂn( j
Q'n:|n2+ln(1+%]+ln(l+;j +In(1 +—j +In( —%J Hn(l %j . (1 —%)—Inz

Q,=P,+R',—-In2 =In(n +1) -Inn -In2 —Innz—+1
n

>

In

Lasuite (Q'y) tend-elle versune limite ? S oui, laquelle ?
lim n+l_ lim n_1 (théoréme sur fonctions rationnelles) et IimInx=Ini donc
no+o 2N n-+o2n 2 Wt 2

2

lim Q, = In% =-In2 (théoréme de composition)

N — +oo
- Lo . 1 1 1
En déduirelalimite, s elle existe, de: an( 22)[1—3—} X...X(l——zJ
n
. - " . > 1
Puisque Q', =InQ, Q, =en d'ou (encoreunecomposition) lim Q, =e 2 =§
Nn— +oo
, . . i 2x+1
@ FEtudier les variations de la fonction f définie par : f(x)=

graphiquement.

2X:ll>0,cequi équivaut a xO }reo 1[U}— %;+oo {

f(X) existe s et seulement s

) + ) : .
Lafonction x+— 2X—+1 est une fonction rationnelle. Elle est donc dérivable sur son ensemble de

définition R—{-1}. Elle est donc dérivable sur D; et prend alors ses valeurs dans ]0 ; +oo[ d’ apres

I” étude de signe faite plus haut. Or lafonction In est dérivable sur ]O ; +co].
f est donc dérivable sur Ds comme composée de fonctions dérivables.

2x(x+1) —(2x+) x1 1

, (x+1)? o (x+D?2 1 X+1 1
Okl Dy f %
f (3 2x+1 2x+1  (x+1)? 2x+1 (x+1)(2x+1)
X+1 X+1
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Le signe d’un produit étant le méme que celui d’ un gquotient, f'(X) est strictement positive sur Dg
donc f est strictement croissante sur | —co; —1[ et sur } —%; + 00 {

Limiteen —oo: lim 2x 1 lim g=2 et liminX =In2 donc lim f(X)=In2 (composition)
X-o-00 X+1 x-o-w X X2 X— =00

Limite finie d ot asymptote horizontale d’ équation y =1n2. Mémes conclusions en +co.

Limiteen -1: Iiml(2x+1)=—1 et Iiml(x+1)=0 et sx<-ladorsx+1<0donc
X~ X~

. 2x+1

lim =+o0, Deplus, lim InX =+ donc I|m f (X) = +c0  (composition).
x- x+1 X — +oo -1

X<—

Limite infinie donc asymptote verticale d’ équation x = -1.

2xX+1
=0.Depl
+1 RIS,

Limiteen 1 ©olim (2x+) =0 et lim (x+1) -1 donc lim
2 .1 xo -1 2 oL
2 2

lim In X = -0 donc I|m f (X) = —co (composition).

X -0 w1

2

Limite infinie donc asymptote verticale d’ éguation x

-1
2

X |-oo -1 -1/2 +00

£1(x) " +

{0 [In2, o —oo/ In2

f(—j+h)+ f (—i —h)
Calculer :

> Que peut-on |
en conclure pour lareprésentation graphiquedef? 1 | | : : i
N B R A i
3 _ 4 _ 2 : : : : ! : : :
fl-——+h|=In 3 =In 3 T S IR A S
-2 +h|+1 -2 +h+1 .
4 4 T b } ————————————————————————————————
1 1 1 H H | 1 1 1
-t e e A I e e
f(_gmj:m 2 2+8h I A
4 1. 1+4h
On obtient f (—E —hj en remplacant hpar —h: f (—E +hj =In —2-8n
4 4 1-4h
( +hj+f( § j -2+8h ‘in -2 -8h In(_2+8h 2 —8hj
4 ) _"ivan 1-4h __ \1+4h 1-4h
2 2
3 +h 3. n 2(4h-1) -2(4h+1)
4 4h+1 —(4h -1) :|n_4 :2In2

=In2

2 2

Cerésultat est constant. La courbe admet donc un centre de symétrie de coordonnées (—%; In 2) .
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@ Partie A - Etude préliminaire : mise en place d'une inégalité
1. Le plan est muni d'un repére orthonormal (O ;f,;') . On désigne par A la droite d'équation y = x + 1
et par I' la courbe d'équation y = e”.
a. Que représente la droite A pour la courbe I ?
La droite A est la tangente a I' au point d’abscisse 0. En effet, celle-ci a pour équation :
y =exp(0)x(x —0) +exp(0) = y =e’x +e” = y =x 4.

b. Tracer dans le repére (O ;f,}') la droite A et donner I'allure de I'.

e e — e m - — =

2. a. Démontrer que pour tout réel £, &’ > ¢ + 1 . Interpréter graphiquement ce résultat.

Considérons la fonction ¢:7+>e’ —(z+1). Cette fonction est dérivable sur R (différence de

deux fonctions dérivables sur R). OO R ¢'(r)=¢' —1.

e Sit<0,alors e <1 donc ¢'(¥) < 0 et comme ¢ est dérivable sur ]—o; 0], ¢ est donc
strictement décroissante sur |—oo ; 0].

e Sit>0,alors ¢ > 1 donc ¢'(f) > 0 et comme ¢ est dérivable sur [0 ; +oo[, ¢ est donc
strictement croissante sur [0 ; +oo].

* En 0, la dérivée de ¢ s’annule en changeant de signe. ¢ admet un minimum absolu égal a

$(0)=0,dou OA R (1)>0,cest-a-dire IR ¢ & 1)>0dou IR e ># 1.
Cela veut dire que la courbe I est au-dessus de sa tangente A.

14 : r - * 1
b. En déduire que pour tout réel t,e ' + ¢+ 1> 2, et que pour tout x de R, ,ona — +Inx +1>2.
X

Puisque 1’inégalité e’ > ¢ +1 est vraie pour tout réel ¢, on peut remplacer ¢ par — :

J R e’ 4 1 dou e’ +¢>1.0najoute 1 pour obtenir (0 R e¥ + 1>2.
Tout nombre réel est le logarithme népérien d’un réel strictement positif. On peut donc
1
In—
remplacer 7 par Inx: [ J@0 [ e ™ Ink 122 d’ou 0K J@0 [ e+ Ink 1>2 ce

qui revient a [kl ]@;00 [ 41= Ink 1>2.
X
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Partie B - Etude d'une fonction

On considére la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = (x + 1)Inx.

On appelle C la courbe représentative de g dans le plan muni d'un repére orthonormal (O;u,v) (unité
graphique: 2 cm).

1. a. Etudier le sens de variation de g en utilisant la partie A.

g est dérivable sur ]0 ; +oo[ comme produit de deux fonctions dérivables sur ]0 ; +oo].

08 00 [ g8 X Ink (¢ B = It + -

X
D’apres le A.2.b., [kl [&;0 [ g'(x)>2. La dérivée de g est donc strictement positive sur

=

10 ; +oo[ et par suite g est strictement croissante sur ]0 ; +oo].
b) Déterminer les limites de la fonction g en 0 et en +oo,

Limiteen 0 : lim(x+1) =1 et limInx = —c donc lim g(x)=—oco (théoréme de multiplication)
x-0

x-0 X

Cette limite est infinie. C admet donc 1’axe des ordonnées pour asymptote.

Limite en +o0 : lim (x+1) =+c et lim Inx =+o0 donc lim g(x) =+

X — +oo X — +oo X — +oo
2. a. Déterminer une équation de la tangente D a C au point d'abscisse 1.
Cette équationest: y=g'()X(x -1) +g(1) = y=2(x -1) +0 < y =2x -2
b. On appelle / la fonction définie sur J0 ; +oof par : h(x) = g(x) = 2x + 2.
Etudier le sens de variation de /4. (On pourra utiliser la question A.2.5.).
Puisque g est dérivable sur ]0 ; +oo[ et x > —2x + 2 dérivable sur R (fonction polynéme), 4 est
dérivable sur ]0 ; +oo[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.
Ukl @0 [ A'(® g'(® 2 or on a montr¢ que [kl [0 [ g'(x)=2 donc
Ukl ]800 [ A'(x) > 0 etla fonction /4 est croissante sur [0 ; +oof.

En déduire le signe de /(x) suivant les valeurs de x.
h s’annule en 1 (la droite D d’équation y =2x —2 est tangente a C au point d’abscisse 1) et est

croissante sur |0 ; +oo[. Par conséquent, / est négative sur ]0 ; 1] et positive sur [1 ; +oo[.

c. Etudier la position de C par rapport a D.
La position de C par rapport a D s’étudie au moyen
du signe de la différence g(x) — (2x — 2), c'est-a-
dire A(x), signe étudié a la question précédente.
C est donc au-dessous de D sur ]0 ; 1] et au-dessus
de D sur I'intervalle[1 ; +oo].
Remarquons qu’en 1, C traverse donc sa tangente.
Il s’agit d’un point d’inflexion.

- >
3. Tracer C et D dans le repére (O ;u , v ).
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